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Μοντέλα για την ανάλυση των επαναλαμβανόμενων 
κατηγορικών δεδομένων

Βασίλειος Γ. Σ. Β αςδεκης
Πανεπιστήμιο Κρήτης

Η ανάλυση κατηγορικών δεδομένων είναι ιδιαίτερης σημασίας για την ψυχολογία 
ΠΕΡΙΛΗΨΗ μια και τέτοιου τύπου αποτελέσματα εμφανίζονται ουσιαστικά σε κάθε πείραμα. Ιδι­

αίτερης αντιμετώπισης χρήζουν τα επαναλαμβανόμενα κατηγορκκά δεδομένα. Αυτά 
είναι πραγματοποιήσεις κατηγορικών μεταβλητών που λαμβάνονται επαναληπτικά σε διάφορα τακτά ή όχι 
χρονικά διαστήματα από ένα δείγμα υποκειμένων. Εξετάζεται η σημασία της ύπαρξης συσχετίσεων σε τέ­
τοιου τύπου δεδομένα και ανασκοπώνται τρεις μέθοδοι ανάλυσης: η Cochran’s Q, η Weighted Least 
Squares (WLS, Μέθοδος Σταθμισμένων Ελάχιστων Τετραγώνων) και η Generalized Estimation Equations 
(GEE, Μέθοδος Ισοτήτων Γενικευμένων Εκτιμητριών). Σύμφωνα με τα πλεονεκτήματα και τα μειονεκτήμα­
τα της κάθε μεθόδου φαίνεται ότι η WLS είναι λιγότερο κατάλληλη για μια αυτόματη μέθοδο ανάλυσης κα­
θώς παρουσιάζει μερικά προβλήματα τα οποία επιλύονται από την GEE. Τα μειονεκτήματα της GEE δεν εί­
ναι τόσο μεγάλα ώστε να μη συνιστάται η χρήση της. Παρουσιάζεται επίσης και ένα παράδειγμα ανάλυσης 
δεδομένων με τη μέθοδο WLS όταν αυτά θεωρούνται συσχετισμένα και όταν θεωρούνται ασυσχέτιστα για 
να επιδειχθεί το αποτέλεσμα της λανθασμένης θεώρησης των κατηγορικών δεδομένων ως ανεξάρτητων.

Λέξεις κλειδιά: Επαναλαμβανόμενες μετρήσεις, κατηγορικά δεδομένα, μέθοδος Ισοτήτων Γενικευμένων 
Εκτιμητριών.

Εισαγωγή

Επαναλαμβανόμενα κατηγορικά δεδομένα 
εμφανίζονται όταν μια κατηγορική μεταβλητή με- 
τράται σε μια σειρά από υποκείμενα επαναληπτι­
κά πάνω στο χρόνο. Παραδοσιακά, η στατιστική 
θεωρεί αυτές τις μετρήσεις ως μια συλλογή μέ­
τριων σε μέγεθος κατηγορικών χρονοσειρών. Τέ­
τοια δεδομένα μπορούν να εμφανιστούν σε πολ­
λές επιστήμες μεταξύ των οποίων και η ψυχολο­
γία. Η εφαρμογή ενός ψυχολογικού τεστ με δια- 
κριτής κλίμακας απαντήσεις σε μια ομάδα αν­

θρώπων με κοινά χαρακτηριστικά, καθώς και η 
παρακολούθησή τους σε τακτά χρονικά διαστή­
ματα, αποτελεί ένα κοινό παράδειγμα για την εμ­
φάνιση τέτοιου τύπου δεδομένων. Ένα άλλο πα­
ράδειγμα προέρχεται από το  Εργαστήριο μικρο­
ανάλυσης του Τμήματος Ψυχολογίας του Πανε­
πιστημίου της Κρήτης. Ένας αριθμός νηπίων 
εξετάστηκε στο Εργαστήριο ώστε να διαπιστω­
θούν οι δυνατότητες μίμησης κάτω από διάφο­
ρες εργαστηριακές συνθήκες. Τα αποτελέσματα 
μίμησης κωδικοποιήθηκαν με τη μορφή κατηγο­
ρικών μεταβλητών και περιέγραφαν κινήσεις των
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ματιών ή διάφορων μυών του προσώπου των μω­
ρών που πρόδιδαν μίμηση σε ορισμένα ερεθί­
σματα. Τα μωρά παρατηρήθηκαν σε 9 χρονικές 
στιγμές και σκοπός της μελέτης μεταξύ άλλων 
είναι να μοντελοποιηθεί η ανάπτυξη της μίμησης.

Η στατιστική βιβλιογραφία έχει ασχοληθεί με 
τέτοιου τύπου προβλήματα χρησιμοποιώντας τυ­
πικές μεθόδους όπως αυτή της Μέγιστης Πιθα- 
νοφάνειας (Maximum Likelihood, ML) και των 
Σταθμισμένων Ελάχιστων Τετραγώνων 
(Weighted Least Squares, WLS). Η φύση όμως 
των δεδομένων και κυρίως ο περιορισμός της 
υπολογιστικής ισχύος στη δεκαετία του 70 πε­
ριόρισαν την εφαρμογή των τεχνικών αυτών. 
Πρόσφατα, οι τεχνικές αυτές επαναξιολογήθη- 
καν και νέα εργαλεία ανάλυσης προτάθηκαν. 
Ανάμεσα σε πολλές δημοσιεύσεις αναφέρουμε 
αυτές των Liang και Zeger (1986), Lipsitz, Laird, 
και Harrington (1991), Liang, Zeger, και Qaqish 
(1992), Carey, Zeger, και Diggle (1993), οι οποίες 
εισήγαγαν στην ανάλυση των κατηγορικών δεδο­
μένων τις Ισότητες Γενικευμένων Εκτιμητριών 
(Generalized Estimating Equations, GEE). Στην 
παρούσα δημοσίευση θα τεθεί το πρόβλημα της 
ανάλυσης των επαναλαμβανόμενων κατηγορι­
κών δεδομένων δίνοντας έμφαση στη σημασία 
των συσχετίσεων που εμφανίζονται σε παρατη­
ρήσεις που λαμβάνονται διαδοχικά πάνω στο 
χρόνο (Μέρος 2). Θα παρουσιασθούν συνοπτικά 
τρεις από τις προταθείσες μεθόδους ανάλυσής 
τους: Η Cochran's Q, η WLS και η GEE. Θα συζη­
τηθούν επίσης τα σχετικά πλεονεκτήματα και μει­
ονεκτήματα της καθεμιάς (Μέρος 3). Τέλος (Μέ­
ρος 4), θα δοθεί ένα παράδειγμα ανάλυσης επα­
ναλαμβανόμενων κατηγορικών δεδομένων με τη 
μέθοδο WLS όταν τα δεδομένα θεωρηθούν εξαρ­
τημένα και όταν θεωρηθούν ανεξάρτητα ώστε να 
μετρηθεί η επίπτωση της, λανθασμένα, μη θεώ­
ρησης συσχετίσεων σε συσχετισμένα δεδομένα.

Δομή του προβλήματος και εξάρτηση εναντίον 
ανεξαρτησίας

Ας υποθέσουμε ότι διαθέτουμε η υποκείμενα 
και ότι κάθε υποκείμενο έχει παρατηρήσεις σε q 
χρονικές στιγμές. Τα δεδομένα για το υποκείμε­

νο i μπορούν να αναπαρασταθούν σαν ένα διάνυ- 
σμα όπου κάθε είναι μια κατηγορική μεταβλη­
τή με c

YrtitivY i* ■ ■ ■ <1>

κατηγορίες. Ενδεχομένως, τα δεδομένα για κάθε 
υποκείμενο συνοδεύονται και από έναν πίνακα
παρατηρήσεων Χι= (χ „, xi2........ xiq) που αναπα-
ριστούν επεξηγηματικές μεταβλητές. Αυτές θα 
χρησιμεύσουν στην κατασκευή ενός μοντέλου 
που θα προβλέπει κατά το δυνατόν τα δεδομένα. 
Οι επεξηγηματικές μεταβλητές μπορούν να είναι 
είτε “χρονικά αναλλοίωτες” όπως το φύλο ή η 
ηλικία κατά την οποία το άτομο έλαβε αρχικά μέ­
ρος στην έρευνα, είτε “χρονικά μεταβλητές" 
όπως διάφορα ψυχομετρικά χαρακτηριστικά. 
Πολλές φορές η έλλειψη επεξηγηματικών μετα­
βλητών οδηγεί τους ερευνητές στη χρήση συ­
ναρτήσεων που εξαρτώνται από το χρόνο με 
σκοπό να μοντελοποιηθεί η εξέλιξη της πιθανό­
τητας επιτυχίας πάνω στο χρόνο. Τέτοιες συναρ­
τήσεις είναι τα πολυώνυμα, τα οποία έχουν χρη­
σιμοποιηθεί σε πολλές περιοχές της ανθρώπινης 
επιστήμης και αποτελούν πολύ καλές εναλλακτι­
κές λύσεις ακόμα και σε περιπτώσεις όπου διατί­
θενται επεξηγηματικές μεταβλητές. Συνήθως πο­
λυώνυμα πρώτου και δευτέρου βαθμού αρκούν 
για να εξηγήσουν ένα μεγάλο μέρος της διασπο- 
ράς που παρουσιάζουν τα δεδομένα πάνω στο 
χρόνο.

Η περιθώρια κατανομή των yv t= 1 ,. . .  ,q εί­
ναι πολυωνυμική με πιθανότητα επιτυχίας πακ για 
k = 1 ,. . .  ,c και ί=  7 , . . .  ,q. Οι επεξηγηματικές με­
ταβλητές συνδέονται με τις πιθανότητες επιτυ­
χίας αφού αυτές οι τελευταίες μετασχηματι­
στούν. Ο λόγος είναι ότι μια προσπάθεια εξήγη­
σης της πιθανότητας με ένα γραμμικό μοντέλο 
θα είχε σαν αποτέλεσμα για μερικές τιμές των 
επεξηγηματικών μεταβλητών να προβλέπεται πι­
θανότητα επιτυχίας μεγαλύτερη του ένα. Τέτοιοι 
μετασχηματισμοί είναι οι συναρτήσεις σύνδεσης 
(δες και McCullagh & Neider, 1989) όπως η συ­
νάρτηση logit (ή και λογιστικός μετασχηματι­
σμός). Αν υποθέσουμε ότι οι γΛ είναι δίτιμες μετα­
βλητές ( C - 2 )  τότε η πιθανότητα επιτυχίας γίνε­
ται Χρησιμοποιώντας τότε το λογιστικό μετά-
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σχηματισμό και για κάθε χρονική στιγμή t

tog - * L -  = χηρ (2)
1 -π »

όπου είναι ένα διάνυσμα από άγνωστες παραμέ­
τρους που πρέπει να υπολογισθούν. Τότε το μο­
ντέλο που προκύπτει είναι αυτό της λογιστικής 
παλινδρόμησης. Εννοείται πως στην πράξη μπο­
ρεί να χρησιμοποιηθεί οποιαδήποτε συνάρτηση 
σύνδεσης η οποία ενδεχομένως είναι πιο κατάλ­
ληλη για κάποιο τύπο δεδομένων. Στην περίπτω­
ση όπου c>2 τότε μια από τις κατηγορίες θεω­
ρείται κατηγορία αναφοράς (ας υποθέσουμε η ο) 
και όλοι οι λογιστικοί μετασχηματισμοί λαμβάνο- 
νται με βάση αυτή την κατηγορία, δηλαδή:

lo g Tï *  =  * f r k =
TUtc

Γίνεται φανερό ότι στην περίπτωση αυτή οι 
παράμετροι βκ προς εκτίμηση είναι διαφορετικές 
για κάθε κατηγορία k.

Το ενδιαφέρον στις επαναλαμβανόμενες με­
τρήσεις έρχεται από το γεγονός ότι εξαιτίας της 
επαναληπτικότητάς τους υπάρχουν συσχετίσεις

μεταξύ των παρατηρήσεων κάθε υποκειμένου τις 
οποίες θα θέλαμε να λάβουμε υπόψη μας κατά τη 
δόμηση του μοντέλου. Στη στατιστική βιβλιογρα­
φία εικάζεται ότι εαν δεν τις λάβουμε υπόψη, οι 
εκτιμώμενες διασπορές των παραμέτρων του μο­
ντέλου θα βρίσκονται μακρυά από την πραγματι­
κότητα με αποτέλεσμα τη λανθασμένη συμπερα- 
σματολογία. Το Σχήμα 1 δείχνει τι συμβαίνει όταν 
θεωρούμε τα κατηγορικά δεδομένα ανεξάρτητα 
πάνω στο χρόνο ενώ στην πραγματικότητα δεν εί­
ναι. Για μια δίτιμη κατηγορική μεταβλητή (c=2) 
αναπαριστάται η από κοινού πιθανότητα επιτυ­
χίας το χρόνο 1 και το χρόνο t,t= 2 ........q όταν τα
δεδομένα είναι εξαρτημένα και όταν είναι ανε­
ξάρτητα. Τα δεδομένα είναι τεχνητά και προέρ­
χονται από ένα θεωρητικό πείραμα στο οποίο η 
πιθανότητα επιτυχίας αυξάνεται γραμμικά στο 
χρόνο, θεωρήθηκαν 10 χρονικές στιγμές (q=10). 
Η καμπύλη που σχηματίζεται από τις τελείες ανα- 
παριστά την από κοινού πιθανότητα επιτυχίας 
όταν τα δεδομένα είναι ανεξάρτητα πάνω στο 
χρόνο. Η διακεκομμένη και η μη διακεκομμένη 
καμπύλη αναπαριστούντην ίδια πιθανότητα, όταν 
υπάρχει μικρή και μεγάλη εξάρτηση μεταξύ των 
δεδομένων αντίστοιχα. Γίνεται φανερό, ιδίως 
στην περίπτωση της μεγάλης εξάρτησης, ότι η 
από κοινού πιθανότητα επιτυχίας στους χρόνους

. Υψηλή συσχέτιση 
■ ■ ■ ·

Ανεξαρτησία 

° Χαμηλή συσχέτιση

Από κοινού πιθανότητα επιτυχίας στο χρόνο 1 και στο χρόνο t, t=2,3....10 σε τρεις περιπτώσεις εξάρ­
τησης μεταξύ των παρατηρήσεων.
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1 και t, f=2 , . . .  ,q ελαττώνεται αντί να αυξάνεται 
όπως στην περίπτωση της ανεξαρτησίας. Αυτό 
συμβαίνει μέχρι το χρόνο 6 και από εκεί και πέρα 
η καμπύλη γίνεται περίπου παράλληλη με αυτή 
της καμπύλης της περίπτωσης της ανεξαρτη­
σίας. Αυτό συμβαίνει γιατί όσο οι παρατηρήσεις 
απομακρύνονται πολύ χρονικά μεταξύ τους αρχί­
ζουν και συμπεριφέρονται ως ανεξάρτητες.

Ανασκόπηση μεθόδων ανάλυσης

Cochran’s Q. Από τις πρώτες προσπάθειες 
για την ανάλυση επαναλαμβανόμενων κατηγορι- 
κών δεδομένων αποτελεί το Cochran’s Q test. 
Αυτό είναι μια γενίκευση του McNemar’s test, το 
οποίο αποτελεί το αντίστοιχο του ζευγαρωμένου 
t-test για κατηγορικά δεδομένα. Έτσι το 
Cochran’s Q test είναι μια μονή ANOVA για επα­
ναλαμβανόμενα κατηγορικά δεδομένα. Για κάθε 
κατηγορία της κατηγορικής μεταβλητής, ελέγχει 
την ισότητα των περιθωρίων πιθανοτήτων εμφά­
νισης αυτής της κατηγορίας πάνω στο χρόνο 
(Agresti, 1989). Εάν, για παράδειγμα, διαθέτουμε 
μετρήσεις μιας δίτιμης μεταβλητής σε 5 χρονι­
κές στιγμές, τότε το  Cochran’s Q test ελέγχει την 
ισότητα των 5 πιθανοτήτων εππυχίας.

Μέθοδος WLS. Ο έλεγχος Cochran δεν είναι 
επαρκής γιατί συνήθως ο ερευνητής ενδιαφέρε- 
ται όχι μόνο για τη διάγνωση της ισότητας ή όχι 
των πιθανοτήτων επιτυχίας αλλά κυρίως για τη 
κατασκευή ενός μοντέλου που θα περιγράφει 
πώς αλλάζουν με το χρόνο αυτές οι πιθανότητες. 
Μέχρι τα τέλη της δεκαετίας του 1980 δύο μέθο­
δοι είχαν προταθεί για τη μοντελοποίηση. Η ML 
(Μέγιστης Πιθανοφάνειας) και η WLS (Σταθμι­
σμένων Ελάχιστων Τετραγώνων). Η ML προσέγ­
γιση ωστόσο ήταν δύσκολη στην εφαρμογή της, 
γιατί τα περιθώρια αθροίσματα σε κάθε χρονική 
στιγμή δεν ακολουθούν ανεξάρτητες μεταξύ 
τους κατανομές. Παρότι τελευταία αλγόριθμοι 
εφαρμογής της μεθόδου ML έχουν αρχίσει να 
εμφανίζονται (Balagtas, Becker, & Lang, 1995) η 
πολυπλοκότητά τους έστρεψε την έρευνα, εκεί­
να τα χρόνια, προς την WLS. Αυτή η μέθοδος 
προτάθηκε από τους Grizzle, Starmer, και Koch 
(1969). Οι ερευνητές θεώρησαν ότι τα δεδομένα

μετατρέπονται από την αρχική μορφή τους (1) σε 
περιθώρια, δηλαδή κατανεμημένα σε έναν πίνα­
κα συνάφειας του οποίου οι γραμμές διακρίνουν 
s ανεξάρτητους πληθυσμούς. Οι πληθυσμοί αντι­
στοιχούν σε όλους τους δυνατούς συνδυασμούς 
των επεξηγηματικών μεταβλητών (ή επίπεδα πα­
ραγόντων). Για παράδειγμα, μπορούμε να έχου­
με διαφορετικές ηλικιακές ομάδες, ή φύλα, ή 
συνδυασμούς ηλικιακών ομάδων με το φύλο 
κ.ο.κ. Οι στήλες αναπαριστούν r δυνατές κατηγο­
ρίες μιας πολυωνυμικής κατανομής οι οποίες δο­
μούνται από όλους τους δυνατούς συνδυασμούς 
των επιπέδων της κατηγορικής μεταβλητής με το 
χρόνο. Έτσι r=cq όπου c είναι ο αριθμός των επι­
πέδων της κατηγορικής μεταβλητής και q ο αριθ­
μός των χρονικών στιγμών που γίνονται οι παρα­
τηρήσεις. Τότε σε κάθε συνδυασμό i πληθυσμού 
και / κατηγορίας μεταβλητής έχουμε συχνότητες 
n(J όπως φαίνεται και στον Πίνακα 1.

Συμβολίζουμε με ρΤ = (ρη....p j ,  i = 7,...,s τις
πιθανότητες εμφάνισης καθεμιάς από τις r κατη­
γορίες για τους s ανεξάρτητους πληθυσμούς. 
Ομαδοποιούμε τις πιθανότητες αυτές σε έναν πί­
νακα Ρ=(ρ,,...,ρ8). Θεωρούμε τότε ότι υπάρχει 
ένα διάνυσμα συναρτήσεων Fl {P)=(f1(P),...,fJP)):

F(P)=Ay (3)

όπου A(uxv)  είναι ένας πίνακας σχεδιασμού και 
y διάνυσμα ν χ 1 αγνώστων παραμέτρων προς 
εκτίμηση. Ένα παράδειγμα τέτοιων συναρτήσε­
ων μπορεί να είναι ο λογιστικός μετασχηματι­
σμός και το μοντέλο η επέκταση της λογιστικής 
παλινδρόμησης σε επαναλαμβανόμενα κατηγο­
ρικά δεδομένα. Ελαχιστοποιώντας την τετραγω­
νική μορφή:

(F (P ;- Ay)TS-' {F(P)-Ay) (4)

όπου S είναι ο ασυμπτωτικός πίνακας διασπορών 
της F(P), λαμβάνουμε εκτιμήτριες WLS για τους 
συντελεστές γ του μοντέλου. Έλεγχοι καλής 
προσαρμογής καθώς και διάφοροι έλεγχοι για το 
γ κατασκευάζονται εύκολα σύμφωνα με τη θεω- 
ρία των γραμμικών μοντέλων.
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Πίνακας 1
Πρότυπο πίνακα εμφάνισης δεδομένων για την εφαρμογή της μεθόδου WLS

Κατηγορίες Μεταβλητής

Ανεξάρτητοι
Πληθυσμοί 1 2 r

Περιθώρια
Αθροίσματα

1 η „ Π12 ni, n,
2 Π2ι Π22 n* Π2.

s Π.1 ns2 ns, n.·

Παράδειγμα 1: Εναλλακτικός έλεγχος 
Cochran (Grizzle, Starmer, & Koch, 1969)

Ας υποθέσουμε, χάριν απλότητος, ότι c=2 
και ότι διαθέτουμε μετρήσεις σε 3 χρονικές στιγ­
μές. Τότε σύμφωνα με τα προηγούμενα υπάρ­
χουν 8 συνδυασμοί ενδεχομένων (r=8) οι οποίοι 
μαζί με τις πιθανότητες εμφάνισής τους δίνονται 
από τον Πίνακα 2.

Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να ελέγξουμε 
εάν κατά μέσον όρο λαμβάνουμε τα ίδια αποτε­
λέσματα σε κάθε χρονικό σημείο (ή αλλιώς ότι η 
Πιθανότητα εμφάνισης επιτυχίας δεν αλλάζει με 
το χρόνο). Ο έλεγχος αυτός αποτελεί ανάλογο 
του ελέγχου Cochran’s Q. Από τον πίνακα φαίνε­
ται ότι η πιθανότητα επιτυχίας στα τρία χρονικά 
οημεία είναι

"„ = Ρ, + Ρ 2 + Ρ3 + Ρ5
πί2 = ρ , + ρ 2 + ρ,  + ρ6 
Π,3= Ρ , + Ρ3+ Ρ<+ Ρ7

Ο έλεγχος τότε της ισότητας γίνεται μια συ­
νάρτηση της μορφής που δόθηκε από τη συνάρ­
τηση F παραπάνω.

P»+P2+Pj+P5=Pf+P2+P<+Pe=P»+P3+P4+P7 

ή αλλιώς

P2~Pi=PrP5=P3~Pe

Μπορούμε τότε να εκφράσουμε την υπόθεση 
που μας ενδιαφέρει με δύο συναρτήσεις 

f,(P) και f2(P) οι οποίες είναι

f1(P)=p2-P rP 4+P? f2(p)=P 2-P rP 3+P6

Για αυτές τις συναρτήσεις το γραμμικό μο­
ντέλο (3) γίνεται

( f,(P) |= ίγΜ
W  2<Ρ ) ί  \  γ2 Ι

και ελέγχεται εάν

V, = Y2 = ο

Παράδειγμα 2. Λογιστική παλινδρόμηση για 
επαναλαμβανόμενα κατηγορικά δεδομένα

Όπως διατυπώθηκε και στο Μέρος 2, ισότη­
τα (2), η λογιστική παλινδρόμηση χρησιμοποιεί 
το λογιστικό μετασχηματισμό είτε τα δεδομένα 
είναι εξαρτημένα είτε είναι ανεξάρτητα. Η διαφο­
ρά μεταξύ των δύο περιπτώσεων είναι ότι στην 
εξαρτημένη περίπτωση ο πίνακας S της ισότητας 
(4) έχει στοιχεία σε κάθε κελλί του, ενώ στην πε­
ρίπτωση της ανεξαρτησίας υπάρχουν μόνο μο­
νάδες στην κεντρική διαγώνιο και τα υπόλοιπα 
στοιχεία είναι μηδέν. Κατά τα άλλα και υποθέτο­
ντας ότι μετράται μια δίτιμη κατηγορική μετα­
βλητή σε τρία χρονικά σημεία, όπως ακριβώς και
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Πίνακας 2
Όλα τα δυνατά ενδεχόμενα στην περίπτωση μιας δίτιμης εξαρτημένης μεταβλητής (c=2) 

όταν αυτή μετράται σε τρεις χρονικές στιγμές (q=3)

Κατηγορίες
(Ενδεχόμενα) Πιθανότητα

1 1 1 Ρι
1 1 0 ρ2
1 0 1 ρ3
0 1 1 Ρ4
1 0 0 ρ5
0 1 0 ρ6
0 0 1 ρ7
0 0 0 ρ8

στο προηγούμενο παράδειγμα, καθώς και ότι δεν 
έχουμε στη διάθεσή μας άλλες επεξηγηματικές 
μεταβλητές εκτός από το χρόνο (δηλαδή s=1 
στον Πίνακα 1), έχουμε τους παρακάτω ορι­
σμούς για τη συνάρτηση F(Ρ) :

όπου

W
= Α

W  !

fi(P)= log 

m =log 

6 ^ = log

P 1+ P 2+ P 3+ P 5
P4+P6+P7+P8
P1+P2+P4+P6

P3+P5+P7+P8
P1+P3+P4+P7
P2+P5+P6+P8

1 1
A= 1 2

\ l  3 I

Y=
Y1
Y2

Η μέθοδος WLS είναι εύκολη εννοιολογικά, 
όμως έχει κάποια μειονεκτήματα τα οποία την 
κάνουν ακατάλληλη ως μια αυτόματη μέθοδο.

α) 'Οταν οι επεξηγηματικές μεταβλητές είναι 
συνεχείς ή είναι πάρα πολλές τότε υπάρχει κίν­
δυνος κάποιοι συνδυασμοί τους να μην έχουν 
συχνότητες και έτσι η μέθοδος να είναι ασταθής.

Τότε, ουσιαστικά, δεν εφαρμόζεται.
β) Οι μετρήσεις πρέπει όλες να βρίσκονται 

στα ίδια χρονικά σημεία, κάτι το οποίο δεν είναι 
εγγυημένο στις έρευνες των οποίων οι μετρήσεις 
είναι επαναλαμβανόμενες.

γ) Όταν ο στόχος είναι η μοντελοποίηση των 
πιθανοτήτων στο χρόνο και η μεταβλητή που με- 
τράται έχει c κατηγορίες, τότε δημιουργούνται 
cq κατηγορίες της πολυωνυμικής μεταβλητής και 
ο αριθμός αυτός γίνεται τεράστιος με προφανείς 
επιπτώσεις στην εφαρμογή της μεθόδου (π.χ. 
35 = 243).

δ) Η μέθοδος είναι περιθώρια, με την έννοια 
ότι εκτιμά και αξιοποιεί την περιθώρια κατανομή 
των δεδομένων σε κάθε χρονική στιγμή. Ωστόσο 
η από κοινού κατανομή των περιθωρίων αθροι­
σμάτων είναι μάλλον πολύπλοκη και έτσι προκύ­
πτουν θεωρητικές δυσκολίες στην εκτίμηση των 
παραμέτρων του μοντέλου (Balagtas et al., 
1995).

Μέθοδος Ισοτήτων Γενικευμένων Εκτιμητριών

Μια εναλλακτική μέθοδος άρχισε να εφαρμό­
ζεται από τα τέλη της προηγούμενης δεκαετίας. 
Αυτή βασίζεται στην απευθείας μοντελοποίηση 
της συσχέτισης μεταξύ των παρατηρήσεων με 
κάποια συνάρτηση και στη χρησιμοποίηση κάποι­
ου κριτηρίου για την εκτίμηση των παραμέτρων
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του μοντέλου. Επειδή η μέθοδος αυτή παραβλέ­
πει την πιθανοφάνεια των παρατηρήσεων δεν εί­
ναι απόλυτα παραμετρική. Βασίζεται πάνω σε 
αποτελέσματα που προέκυψαν από τη μελέτη 
των γενικευμένων γραμμικών μοντέλων την πε­
ρασμένη δεκαετία και ειδικότερα από τη μελέτη 
των ημι-πιθανοφανιακών συναρτήσεων. Οι συ­
ναρτήσεις αυτές δίνουν εκτιμήτριες οι οποίες 
έχουν ασυμπτωτικές ιδιότητες κοντινές προς αυ­
τές των εκτιμητριών πιθανοφάνειας και το βασι­
κότερο πλεονέκτημά τους είναι ότι δε χρειάζεται 
να έχει κανείς ακριβή ιδέα για την κατανομή των 
παρατηρήσεων. Τέτοιες συναρτήσεις χρησιμο­
ποιήθηκαν από τους Liang και Zeger (1986) κα­
θώς και Prentice (1988). Η μεθοδολογία ονομά­
στηκε GEE (Generalized Estimating Equations, 
Ισότητες Γενικευμένων Εκτιμητριών).

Η εφαρμογή της τεχνικής αυτής στα επανα­
λαμβανόμενα κατηγορικά δεδομένα απαιτεί τη 
μοντελοποίηση της συσχέτισης μεταξύ των πα­
ρατηρήσεων. Κλειδί για τη μοντελοποίηση αυτή 
είναι η έννοια που θα χρησιμοποιηθεί για να εκ­
φραστεί αυτή η συσχέτιση. Όταν οι παρατηρή­
σεις είναι συνεχείς, η κατά Pearson συσχέτιση εί­
ναι επαρκής. Στην περίπτωση όμως των ονομα­
στικών κατηγορικών δεδομένων η κατά Pearson 
συσχέτιση δεν έχει νόημα εκτός εάν και οι δύο 
κατηγορικές μεταβλητές είναι δίτιμες. Έτσι χρει­
άζονται άλλες έννοιες με τις οποίες θα εκφρα­
στεί η συσχέτιση των δεδομένων. Μια από αυτές, 
που είναι και η επικρατέστερη στη βιβλιογραφία 
(Agresti, 1989) είναι ο λόγος των πιθανοτήτων με­
ταξύ των παρατηρήσεων στις χρονικές στιγμές s 
και f.

Ας θεωρήσουμε, για ευκολία, ότι έχουμε πα­
ρατηρήσεις από δπτμες μεταβλητές (c=2). θυμί­
ζουμε τότε ότι οι παρατηρήσεις έχουν τη μορφή 
που δίνεται από την (1) και οι πιθανότητες επιτυ­
χίας σε κάθε χρονική στιγμή δίνονται από ένα 
διάνυσμα ni για κάθε υποκείμενο /, ί=1 , . . .  ,η ως
εξής:

π, = (πιν (5)

Τότε, ο λόγος αυτός δίνεται από την (6)

m ^_rTist(T — π  is — Π/f + Tiist) 

f a s  — T i is t )  (T if t  — H is t )

όπου nisl είναι η από κοινού πιθανότητα επιτυχίας 
και στις δύο χρονικές στιγμές για το υποκείμενο 
/. Όπως φαίνεται και από τον Πίνακα 3, η ποσότη­
τα ψΙΛ σχηματίζεται από το γινόμενο των από κοι­
νού πιθανοτήτων επιτυχίας και αποτυχίας και 
από το γινόμενο των υπόλοιπων πιθανοτήτων του 
πίνακα συνάφειας. Εάν υπάρχει ανεξαρτησία με­
ταξύ των δύο χρονικών στιγμών, τότε οι πιθανό­
τητες επιτυχίας στο χρόνο t είτε υπήρξε επιτυχία 
το χρόνο s είτε δεν υπήρξε (ηι5ΐ και nis -  nist αντί­
στοιχα) θα είναι ίσες. Το ίδιο θα συμβαίνει και με 
τις πιθανότητες αποτυχίας του χρόνου t. Εύκολα 
μπορεί κανείς να δει ότι στην περίπτωση αυτή 
= 1. Έτσι απόκλιση της τιμής του ψι5( από την τιμή 
1 δίνει και ένα μέτρο της συσχέτισης μεταξύ των 
δεδομένων.

Είναι λογικό να υποθέσουμε πως αυτός ο λό­
γος μεταβάλλεται σύμφωνα με κάποια συναρτη­
σιακή μορφή έτσι ώστε καθώς απομακρύνονται 
τα χρονικά σημεία να έχουμε και λιγότερο εξαρ­
τημένες παρατηρήσεις. Μια τέτοια συναρτησια­
κή μορφή θα μπορούσε να εξαρτάται από τις 
χρονικές στιγμές s και t κατά πολλούς τρόπους, 
όπως, για παράδειγμα, από τη διαφορά τους, s-t 
καθώς δείχνει και η παρακάτω ισότητα:

Ψ«=α’ (7)

(Fitzmaurice & Lipsitz, 1995), όπου α είναι μια πα­
ράμετρος εκτιμήσιμη από τα δεδομένα. Είναι εύ­
κολα παρατηρήσιμο ότι όσο απομακρύνονται οι 
δύο χρονικές στιγμές τότε το τείνει στο 1 και 
οι παρατηρήσεις είναι ανεξάρτητες.

Από τα παραπάνω γίνεται κατανοητό ότι το 
μοντέλο που υιοθετείται προς ανάλυση δίνεται 
όσον αφορά τις παραμέτρους που θα αφορούν 
τις πιθανότητες επιτυχίας από την (2) και όσον 
αφορά τις παραμέτρους που αφορούν τη συσχέ­
τιση μεταξύ των παρατηρήσεων στο χρόνο από 
συναρτησιακές μορφές όπως η (7). Άρα ο αριθ­
μός των παραμέτρων προς εκτίμηση ισούται 
προς το μέγεθος του διανύσματος β της ισότη­
τας (2) αυξημένου κατά 1 ([επειδή θεωρήσαμε



120 ♦ Β. Γ. Σ. Βαοδέκης

Πίνακας 3
Υπόδειγμα από κοινού πιθανοτήτων των δυνατών ενδεχομένων μιας δπιμης μεταβλητής (c=2)

μεταξύ δύο χρονικών στιγμών

Χρόνος t

Χρόνος s 1 0

1 ns
0 "Γ "*

ΤΤ,+Π*
1-π,- 1-π5

"ι Η 1

στην ισότητα (7) ότι η συσχέτιση των δεδομένων 
περιγράφεται από την παράμετρο σ]). Η μέθο­
δος GEE χρησιμοποιεί δύο πολυμεταβλητές ισό­
τητες. Η πρώτη ισότητα εξαρτάται από το β και 
τις παραμέτρους της συσχέτισης και μπορεί να 
εκτιμήσει τόσες παραμέτρους όσες είναι και οι 
παράμετροι β. Αυτό συμβαίνει γιατί οι πιθανότη­
τες επιτυχίας εξαρτώνται από τις παραμέτρους β 
σύμφωνα με το μοντέλο (2). Η δεύτερη ισότητα 
εξαρτάται από τις ίδιες παραμέτρους από τις 
οποίες εξαρτάται και η πρώτη ισότητα και μπορεί 
να εκτιμήσει τόσες παραμέτρους όσες είναι και 
οι παράμετροι της συσχέτισης.

Ξεκινώντας με αρχικές τιμές για τις παραμέ­
τρους της συσχέτισης εκτιμάται το β από την 
πρώτη ισότητα και με τη σειρά, εκτιμάται η παρά­
μετρος της συσχέτισης από τη δεύτερη ισότητα. 
Η νέα αυτή εκτίμηση της παραμέτρου της συσχέ­
τισης χρησιμοποιείται για μια νέα εκτίμηση των 
παραμέτρων β κ.ο.κ. Η διαδικασία αυτή συνεχίζε­
ται μέχρι τη σύγκλιση. Οι εκτιμήτριες που προκύ­
πτουν έχουν καλές ασυμπτωτικές ιδιότητες.

Ενδιαφέρον έχει η επέκταση του μοντέλου 
σε κατηγορικά δεδομένα με πολλές κατηγορίες. 
Στην περίπτωση αυτή θεωρούμε μια από τις κα­
τηγορίες της μεταβλητής ως “κατηγορία αναφο­
ράς” και παίρνουμε όλους τους λόγους πιθανο­
τήτων (6) με βάση αυτή την κατηγορία. Μπορεί 
να δειχθεί ότι οι λόγοι πιθανοτήτων που είναι 
απαραίτητοι για να προσδιορίσουν τη συσχέτιση 
των δεδομένων είναι (c — 1)2 (Agresti, 1990), όπου 
c είναι ο αριθμός των κατηγοριών της κατηγορι-

κής μεταβλητής. Στην περίπτωση αυτή ισχύουν 
όλα τα παραπάνω μόνο που ο αριθμός των ισοτή­
των είναι μεγαλύτερος. Η μέθοδος GEE έχει πολ­
λά πλεονεκτήματα και κυριότερα είναι:

α) Αντιμετωπίζει επιτυχώς όλα τα μειονεκτή­
ματα της WLS. Οι επεξηγηματικές μεταβλητές 
μπορούν να είναι είτε συνεχείς είτε κατηγορικές 
και οι μετρήσεις δεν είναι αναγκαίο να βρίσκο­
νται στα ίδια χρονικά σημεία, κάτι το οποίο θεω­
ρείται δύσκολα πραγματοποιήσιμο στην πράξη, 

β) Έχει καλές ασυμπτωτικές ιδιότητες.
Ένα από τα μειονεκτήματά της είναι τεχνικής 

φύσης. Η επιλογή της δεύτερης ισότητας που θα 
δώσει εκτιμήσεις για την παράμετρο που χαρα­
κτηρίζει τη συσχέτιση μεταξύ των παρατηρήσε­
ων παρουσιάζει κάποιες θεωρητικές δυσκολίες 
μια και χρησιμοποιούνται ποσότητες οι οποίες 
δεν είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους ενώ εκλαμβά­
νονται ως τέτο ιες από τη μέχρι πρόσφατα εφαρ­
μογή της μεθόδου (Fitzmaurice & Lipsitz, 1995). 
Ανοικτό παραμένει ακόμα το ερώτημα του προσ­
διορισμού των συνεπειών αυτής της πρακτικής 
στη συμπερασματολογία.

Παράδειγμα ανάλυσης επαναλαμβανόμενων 
κστηγορικών δεδομένων

Τα παρακάτω δεδομένα αναλύθηκαν από 
τους Koch et al. (1977). Αναφέρονται σε μια δια­
χρονική μελέτη η οποία συγκρίνει ένα νέο και ένα 
τυπικό φάρμακο για τη θεραπεία ασθενών που 
πάσχουν από κατάθλιψη. Τα υποκείμενα χωρί-
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σθηκαν σε δύο ομάδες διάγνωσης ανάλογα με το 
βαθμό της κατάθλιψης (ήπια, βαριά) από την 
οποία υπέφεραν. Σε κάθε διαγνωστική ομάδα, τα 
υποκείμενα χωρίσθηκαν κατά τυχαίο τρόπο σε 
δύο ομάδες περίθαλψης (τυπικό και νέο φάρμα­
κο). Οι ασθενείς παρακολουθήθηκαν σε τρεις 
Χρονικές στιγμές (1, 2 και 4 εβδομάδες από την 
αρχή της έρευνας). Κάθε χρονική στιγμή γινόταν 
και μια μέτρηση η οποία χαρακτήριζε την κατά­
σταση του ασθενούς ως κανονική ή μη κανονική.

Από τα παραπάνω γίνεται φανερό ότι c=2 και 
ά=3. Οι επεξηγημαπκές μεταβλητές που χρησιμο­
ποιήθηκαν ήταν η αρχική διάγνωση κατάθλιψης 
(κατηγορική), η περίθαλψη (κατηγορική) και οι χρο­
νικές περίοδοι (συνεχής). Οι Koch et al. (1977) χρη­
σιμοποίησαν τη μέθοδο WLS. Το βέλτιστο μοντέλο 
μαζί με τους συντελεστές και τις τυπικές αποκλί­
σεις τους δίδονται στο πρώτο μέρος του Πίνακα 4.

Τα δεδομένα αναλύθηκαν και ως να ήταν ανε­
ξάρτητα θέτοντας δηλαδή στην ισότητα (4) τον 
πίνακα S ίσο με τον ταυτοτικό (τα στοιχεία της 
διαγώνιου ίσα με 1 και αυτά εκτός διαγώνιου ίσα 
με 0). Η ανάλυση αυτή παρουσιάζεται στο δεύτε­

ρο μέρος του Πίνακα 4. Τα αποτελέσματα δεί­
χνουν ότι ο χρόνος συμβάλλει θετικά στην αύξη­
ση της πιθανότητας κανονικής κατάστασης της 
κατάθλιψης και ότι υπάρχει στστιστικώς σημαντι­
κή αλληλεπίδραση μεταξύ του χρόνου και των 
επιπέδων περίθαλψης. Το αρνητικό πρόσημο ση­
μαίνει ότι με το νέο φάρμακο είχαμε μεγαλύτερη 
αύξηση της πιθανότητας για κανονική κατάστα­
ση της κατάθλιψης. Η ύπαρξη στατιστικώς σημα­
ντικής αλληλεπίδρασης εξηγεί και τη φαινομενι­
κή μη σημανπκότητα του παράγοντα περίθαλψη.

Η ανάλυση που έγινε όταν τα δεδομένα θεωρή­
θηκαν ανεξάρτητα μεταξύ τους έδωσε παρόμοια 
αποτελέσματα για τους συντελεστές του μοντέλου 
(με την έννοια ότι οι διαφορές δεν είναι τόσο συ­
στηματικές) και μικρές αλλά συστηματικές διαφο­
ρές μεταξύ των εκτιμώμενων τυπικών αποκλίσεων 
των συντελεστών. Το φαινόμενο είναι ιδιαίτερα 
έντονο στο συντελεστή του χρόνου. Συμπερασμα­
τικά, το αποτέλεσμα της λανθασμένης θεώρησης 
των επαναλαμβανόμενων κατηγορικών δεδομένων 
ως ανεξάρτητων, φαίνεται να είναι η εκτίμηση μι­
κρών, αριθμητικά, τυπικών αποκλίσεων των παρα-

Πίνακας 4
Αποτελέσματα ανάλυσης δεδομένων όταν αυτά θεωρήθηκαν εξαρτημένα (Koch et al.. 1977) 

και όταν θεωρήθηκαν ανεξάρτητα (“ανεξάρτητη” ανάλυση)

Αποτελέσματα από Koch et al. (1977)
Συντελεστής Tun. απόκλιση

Σταθερά -1.382 0.185
Αρχική διάγνωση κατάθλιψης 1.282 0.146
Περίθαλψη 0.052 0.228
Χρόνος 1.474 0.154
Περίθαλψη χ Χρόνος -0.994 0.192

Αποτελέσματα “ανεξάρτητης" ανάλυσης

Συντελεστής Tun. απόκλιση

Σταθερά -1.993 0.197
Αρχική διάγνωση κατάθλιψης 0.845 0.143
Περίθαλψη 0.484 0.226
Χρόνος 1.081 0.097

Περίθαλψη χ Χρόνος -1.252 0.192
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μέτρων του μοντέλου έτσι ώστε να δίνεται μια σχε- 
τικώς ψευδής εικόνα ακρίβειας της εκτίμησης.
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Models for the analysis of repeated 
categorical measurements

Vassiuos G. S. Vasdekis 
University o f Crete, Greece

The analysis of categorical data is of special interest for psychology since such data 
ABSTRACT appear frequently in research. Repeated categorical data need special treatment

since these are realizations of categorical variables taken repeatedly in various time 
intervals on a sample of subjects. Measurements of this type have correlations and the meaning of the 
existence of correlations is examined. Three methods (two old and one recently introduced) are reviewed: 
Cochran’s Q, Weighted Least Squares (WLS) and Generalized Estimation Equations (GEE). According to 
each method’s properties, WLS seems to be a less appropriate automatic method for the analysis since 
some of the problems appearing in the application of the method are resolved by GEE. Finally, an example 
of data analysis using WLS is presented. Data are analysed as being correlated and uncorrelated. 
Differences in the estimation of standard errors of the coefficients of the model are pointed out.
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